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Методические указания к лабораторно-практическим работам по методам оптимизации

Казань 2013
Лабораторная работа  №1.
Минимизация  функции многих переменных   прямыми методами.

Цель работы: знакомство с задачей  минимизации  функции многих переменных   методами, не требующими вычисления градиента  функции. К ним относятся  метод покоординатного спуска, метод деформированного многогранника. 
Введение. Данная задача формулируется как задача безусловной оптимизации, сутью которой является поиск минимума функции многих переменных на всем пространстве соответствующей размерности. Функцию многих переменных  
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 будем рассматривать как функцию, заданную в точках X n-мерного эвклидова пространства En.
Рассмотрим основные методы решения задач безусловной минимизации вида:
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 (1.1.)

Если функция 
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fX

дважды дифференцируема, то данную задачу можно решить аналитически, используя необходимые и достаточные условия безусловного экстремума. Записав необходимые условия:
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(1.2)

находим все стационарные точки функции 
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. Среди них, используя достаточные условия, находим точки локального минимума, в которых матрица вторых производных 
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положительно определена. Сравнивая значения в этих точках, находим точку глобально минимума.

Однако аналитически решить систему уравнений (1.2) не всегда возможно. Кроме того, функция 
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может быть не только недифференцируемой, но даже не аналитически заданной. Поэтому аналитический метод имеет ограниченное применение и для решения задачи (1.1) на практике чаще используют приближенные численные методы.

Простейшие из них, называемые прямыми методами, не требуют вычисления производных функций 
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, а используют только вычисленное значение функции 
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В этих методах, после задания начальной точки 
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 последовательно ищутся точки 
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 такие, чтобы выполнялось неравенство вида:
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(1.3)

Новая точка 
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 ищется с помощью итерационной процедуры вида:
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(1.4),

в которой выбор нового приближения к точке минимума определяется сравнением значений функции 
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в нескольких точках пространства En.

1. Постановка задачи.
Дана функция y=f(X) . Требуется найти минимум функции, используя  метод покоординатного спуска или метод деформированного многогранника. 
2. Метод покоординатного спуска.
При оптимизации по данному методу траектория поиска экстремума функции 
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 выбирается в виде ломаной линии, отдельные отрезки которой параллельны координатным осям пространства оптимизируемых параметров 
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В случае n=2 можно на примере линий равного уровня, то есть геометрического места точек, в которых соблюдается условие 
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, показать данную траекторию.
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Рис. 1

Опишем данный метод.

После выбора некоторого начального приближения 
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ищется 
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 при фиксированных значениях 
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. Таким образом, движение из точки 
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 происходит по прямой, параллельной оси 
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 в сторону убывания функции 
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. Затем поиск идет вдоль оси 
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 из точки с координатами 
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, то есть ищется 
[image: image32.wmf]2

min()

x

fX

. Описанная процедура последовательно повторяется для всех 
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По завершению поиска по всем 
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 получаем точку 
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. Процесс поиска повторяется аналогично вышеизложенному, и в результате имеем точку 
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 и так далее. Итерационный процесс поиска заканчивается, когда изменение аргумента X мало влияет на изменение функции 
[image: image37.wmf]()

fX

, то есть выполняется следующее неравенство вида:
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(1.5),

где 
[image: image39.wmf]e

-заданная точность вычислений.

Примечание. При поиске минимума функции 
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по направлению вдоль оси 
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 переход от начальной точки 
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 к точке 
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 происходит в соответствии с формулой:


[image: image45.wmf]1

jj

ii

XXsign

a

+

=+×


(1.6),

где параметр 
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 может принимать значение 1 или -1, а 
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-величина шага в данном направлении. При отыскании 
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 коэффициент 
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 меняется от начального значения 
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до минимально возможного 
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3.  Алгоритм метода покоординатного спуска.

1. Задается точность вычисления 
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, начальный шаг 
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, минимально допустимый шаг 
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, точка начального приближения 
[image: image55.wmf]0

n

XE

Î

, порядковый номер итерации k=0 и вычисляется
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2. Запоминаем  
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3.  Начинаем поиск параллельно оси Охi  :
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, переходим к п. 11 , иначе к п. 4.

4. Задаем шаг 
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5. Задаем знак 
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6. Вычисляем 
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 в соответствии с формулой (1.6)  и значение функции в новой точке. 
7. Если новое значение функции меньше предыдущего, то принимаем  
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запоминаем как  
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  и возвращаемся к п. 6, иначе меняем знак 
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 на противоположный.

8. Если знак 
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,то переходим к п. 6, иначе к п. 9.

9.  Уменьшим величину шага 
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10. Если текущий шаг 
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, то переходим к п. 3, иначе к п. 5.

11. Проверка условия достижения заданной точности:
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 и если оно выполняется, то переходим к п. 12, иначе  к п. 2.

12. Завершить вычисления, приняв за точку минимума
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4.  Текст программы.
Смотри приложение №1.

5. Метод деформируемого многогранника (метод Нелдера — Мида).
Метод Нелдера — Мида, также известный как метод деформируемого многогранника и симплекс-метод, — метод безусловной оптимизации функции от нескольких переменных, не использующий   градиентов функции, а поэтому легко применим к негладким и/или зашумлённым функциям.

            В методе Нелдера и Мида минимизируется функция n независимых переменных с использованием n+1 вершин деформируемого многогранника в En. Каждая вершина может быть идентифицирована вектором x. Вершина (точка) в En, в которой значение f(x) максимально, проектируется через центр тяжести (центроид) оставшихся вершин. Улучшенные (более низкие) значения целевой функции находятся последовательной заменой точки с максимальным значением f(x) на более «хорошие точки», пока не будет найден минимум f(x).

Суть метода заключается в последовательном перемещении и деформировании симплекса вокруг точки экстремума.  Предполагается, что серьёзных ограничений на область определения функции нет, то есть функция определена во всех встречающихся точках.

Параметрами метода являются:

· коэффициент отражения α > 0, обычно выбирается равным 1.

· коэффициент сжатия β > 0, обычно выбирается равным 0,5.

· коэффициент растяжения γ > 0, обычно выбирается равным 2.

6.  Алгоритм метода.

Пусть 

, является i-й вершиной (точкой) в En на k-м этапе поиска, k=0, 1, …, и пусть значение целевой функции в x(k)i равно f(x(k)i). Кроме того, отметим те векторы x многогранника, которые дают максимальное и минимальное значения f(x).


Определим












 Поскольку многогранник в En состоит из (n+1) вершин x1, …,xn+1, пусть xn+2 будет центром тяжести всех вершин, исключая xh.


Тогда координаты этого центра определяются формулой






(1.7)

где индекс j обозначает координатное направление.


Начальный многогранник обычно выбирается в виде регулярного симплекса (но это не обязательно) с точкой 1 в качестве начала координат; можно начало координат поместить в центр тяжести. Процедура отыскания вершины в En, в которой f(x) имеет лучшее значение, состоит из следующих операций:

1. Отражение – проектирование 
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 через центр тяжести в соответствии с соотношением
 








(1.8)
где (>0 является коэффициентом отражения; 

 – центр тяжести, вычисляемый по формуле (1); 

 – вершина, в которой функция f(x) принимает наибольшее из n+1 значений на k-м этапе.

2. Растяжение. Эта операция заключается в следующем: если 

, то вектор 

 растягивается в соответствии с соотношением
 








(1.9)
где (>1 представляет собой коэффициент растяжения. Если 

, то 

 заменяется на 

 и процедура продолжается снова с операции 1 при k=k+1. В противном случае 

 заменяется на 

 и также осуществляется переход к операции 1 при k=k+1.

3. Сжатие. Если 

 для всех i(h, то вектор 

 сжимается в соответствии с формулой
 








(1.10)
где 0<(<1 представляет собой коэффициент сжатия. Затем 

 заменяем на 

 и возвращаемся к операции 1 для продолжения поиска на (k+1)-м шаге.

4. Редукция. Если 

, все векторы 

 уменьшаются в 2 раза с отсчётом от 

 в соответствии с формулой
 





(1.11)

Затем возвращаемся к операции 1 для продолжения поиска на (k+1)-м шаге.


Критерий окончания поиска, использованный Нелдером и Мидом, состоял в проверке условия







(1.12)

где ( – произвольное малое число, а 

 – значение целевой функции в центре тяжести 

.
На рис.2 приведена блок-схема поиска методом деформируемого многогранника
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[image: image427.emf]

Вычислить начальные значения

xi(0), i = 1, 2, …, n+1, и f(x(0))

начального симплекса

[image: image428.emf]


[image: image429.wmf]0

1

u

=-


[image: image430.wmf]0

1

u

=-

[image: image431.wmf]0

1

u

=

Вычислить xh и xl и c
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Отражение: вычислить

xn+3 = xn+2 + ((xn+2 - xn)

[image: image434.wmf]

Вычислить

f(xn+3)



Выполняется ли

неравенство

f(xn+3) < f(xh) ?



Растяжение: вычислить

xn+4 = xn+2 + ((xn+3 - xn+2)



Вычислить f(xn+4)


Выполняется ли

неравенство

f(xn+4) < f(xl) ?



Заменить

xh на xn+4


Выполняется ли

неравенство f(xn+3) < f(xi)
для всех i ( h ?






Заменить

xh на xn+3






Рис. 2
Выполняется ли

неравенство

f(xn+3) < f(xh) ?



Заменить

xh на xn+3


Сжатие: вычислить

xn+5 = xn+2 + ((xh - xn+2)


Вычислить f(xn+5)



Выполняется ли

неравенство

f(xn+5) > f(xh) ?


Заменить
xh на xn+5


Редукция: заменить

все xi на xl + 1/2(xi - xl)




Останов

7.  Текст программы.

Смотри приложение №1.

8. Задание.
Используя метод покоординатного спуска или метод деформированного многогранника, реализовав их в виде программ на  Turbo Pascal, найти минимум следующих  функций:

1)  f(X)=x12+ x22 +x32+   x1–x1 *x2-2x3  

2)  f(X)=100( x2 –x12) 2+   (1-x1)2  
3)   f(X)=( x2 –x12) 2+   (1-x1*x2)2  
4)  f(X)=5x12+ x22 +  4x1 *x2-16x1-12x2  
5)  f(X= х12 + 4х22 –4х1 –8х2 + 5
Лабораторная работа  №2.
Минимизация  функции многих переменных   градиентными методами.

Цель работы: знакомство с задачей  минимизации  функции многих переменных   методами,  требующими вычисления градиента  функции. К ним относятся градиентный метод и метод наискорейшего спуска.
Введение. Данная задача формулируется как задача безусловной оптимизации, сутью которой является поиск минимума функции многих переменных на всем пространстве соответствующей размерности. Функцию многих переменных  
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 будем рассматривать как функцию, заданную в точках X n-мерного эвклидова пространства En.
Рассмотрим основные методы решения задач безусловной минимизации вида:
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 (2.1.)

Если функция 
[image: image78.wmf]()
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дважды дифференцируема, то данную задачу можно решить аналитически, используя необходимые и достаточные условия безусловного экстремума. Записав необходимые условия:
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(2.2)

находим все стационарные точки функции 
[image: image81.wmf]()
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. Среди них, используя достаточные условия, находим точки локального минимума, в которых матрица вторых производных 
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положительно определена. Сравнивая значения в этих точках, находим точку глобально минимума.

Однако аналитически решить систему уравнений (2.2) не всегда возможно. Кроме того, функция 
[image: image83.wmf]()
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может быть не только недифференцируемой, но даже не аналитически заданной. Поэтому аналитический метод имеет ограниченное применение и для решения задачи (2.1) на практике чаще используют приближенные численные методы.

Одними из наиболее распространенных в инженерной практике являются градиентные методы,  требующие вычисления производных функций 
[image: image84.wmf]()
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. 

1. Постановка задачи.
            Дана функция y=f(X) . Требуется найти минимум функции, используя   градиентный метод или метод наискорейшего спуска
       2. Градиентный метод.

Данный метод является одним из наиболее распространенных и применяется в случае, когда функция 
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fX

непрерывно дифференцируема на 
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. Для численного решения задачи применяется итерационная процедура вида:



[image: image87.wmf]
                                 ( 2.3)
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От того, как выбирается направление поиска 
[image: image89.wmf]k

S

 и определяется величина шага 
[image: image90.wmf]k

a

 зависят свойства итерационной процедуры такие, как сходимость к решению, скорость сходимости, объем требуемых вычислений.

Так как направление наибыстрейшего возрастания функции 
[image: image91.wmf]()

fX

 в точке X совпадает с направлением градиента функции 
[image: image92.wmf]()

fX

, т. е. вектора:
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требуемое направление 
[image: image94.wmf]k

S

 наибыстрейшего убывания соответствует направлению антиградиента, т.е. вектора 
[image: image95.wmf]'
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, вычисленного в точке 
[image: image96.wmf]k

X

.

Таким образом, формула (2.3) принимает следующий вид:

                                 
[image: image97.wmf]'
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                                   (2.4)

Где норма градиента 
[image: image98.wmf]2
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Основную трудность представляет способ выбора величины 
[image: image99.wmf]k

a

 градиентного шага. Существуют различные алгоритмы изменения шага 
[image: image100.wmf]k

a

 в зависимости от того,  удачной или нет оказались предыдущие итерации. Наиболее простым алгоритмом, обеспечивающим приемлемую скорость сходимости является следующий: предлагается увеличивать в 1,25 раза шаг 
[image: image101.wmf]k
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, если попытка оказалась удачной и, соответственно, уменьшать его в 2 раза, если попытка неудачна. При этом, в случае неудачной попытки, т.е. 
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, в формуле (2.4) меняется только шаг 
[image: image103.wmf]()
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, то есть повторяется k-ая итерация.

В качестве критерия окончания счета используется следующее условие:


[image: image104.wmf]'
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, где 
[image: image105.wmf]e

-заданная положительная величина.

3.  Алгоритм градиентного метода.
1. Задать параметр точности 
[image: image106.wmf]0
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, начальный шаг 
[image: image107.wmf]0

a

, выбрать 
[image: image108.wmf]0
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, вычислить значение 
[image: image109.wmf]0
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, принять k=0.
2. Найти градиент 
[image: image110.wmf]'
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 и его норму 
[image: image111.wmf]'
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, проверить 
[image: image112.wmf]'

()

k

fX

e

<

. Если условие выполняется, перейти к п.5, иначе – к п.3.

3. Найти новую точку 
[image: image113.wmf](1)
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 в соответствии с формулой (2.4) и вычислить 
[image: image114.wmf]1
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4. Если 
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 и перейти к п.2, иначе 
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 и перейти к п.3.

5. Завершить вычисления, приняв 
[image: image118.wmf]**
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4.  Текст программы.

Смотри приложение №2.

 5.  Метод наискорейшего спуска.

Данный метод является модификацией градиентного метода. Основная идея метода состоит в том, что направление поиска 
[image: image119.wmf]k
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 из точки 
[image: image120.wmf]k
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 совпадает с вектором 
[image: image121.wmf]'
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, вычислением в точке 
[image: image122.wmf]k
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 и не меняется до тех пор, пока функция 
[image: image123.wmf]()
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 убывает по этому направлению. Точку, в которой получаем 
[image: image124.wmf]min()
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 по направлению 
[image: image125.wmf]k
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 принимаем за точку 
[image: image126.wmf]1
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В этой точке вновь определяется новое направление движения 
[image: image127.wmf]1
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 и ищется новый 
[image: image128.wmf]min()
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 по этому направлению. Процесс поиска оканчивается тогда, когда расстояние между двумя последовательными минимумами окажется меньше некоторой, заранее заданной малой величины 
[image: image129.wmf]0
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, т.е. при выполнении условия:
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(2.5)

Для нахождения 
[image: image131.wmf]min()

fx

 по заданному направлению существуют разные способы. Наиболее простой из них состоит в следующем.

Будем двигаться по прямой, соединяющей  точки 
[image: image132.wmf]k
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 и 
[image: image133.wmf]1
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 с постоянным шагом до тех пор, пока в некоторой точке функция 
[image: image134.wmf]()
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 не станет больше, чем в предыдущей. После этого поделим шаг пополам и продолжим движение в обратном направлении из точки, в которой функция 
[image: image135.wmf]()
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 имела наименьшее значение и т.д. Поиск 
[image: image136.wmf]min()
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 по направлению 
[image: image137.wmf]k
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(т.е. нахождение точки 
[image: image138.wmf]1
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) будем считать законченным, если величина текущего шага по абсолютной величине станет меньше некоторого, наперед заданного минимального шага 
[image: image139.wmf]min
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. Таким образом, поиск 
[image: image140.wmf]min()
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 по заданному направлению из точки 
[image: image141.wmf]k

x

 к точке 
[image: image142.wmf]1
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 условно можно рассматривать как колебания маятника с затухающей амплитудой.

Рассмотренный способ требует многочисленных вычислений значений функции 
[image: image143.wmf]()
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 вдоль заданного направления.

Существенного увеличения скорости поиска минимума на прямой, соединяющей 2 соседние точки 
[image: image144.wmf]k
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 и 
[image: image145.wmf]1
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 можно достигнуть, если использовать следующий способ.

Сделаем из точки 
[image: image146.wmf]k
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 3 пробных шага, величиной 
[image: image147.wmf]123123
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 и, соответственно, получим значения 
[image: image148.wmf]123
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. По этим 3 значениям можно построить параболу, т.е. получить следующую зависимость: 
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123

()

fhahaha

=++

, тогда величина оптимального шага 
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[image: image151.wmf]min()
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 по заданному направлению, вычисляется из условия 
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. Таким образом, новая точка 
[image: image154.wmf]1
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 определяется в соответствии с формулой (2.3) как:
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  (2.6)

Запишем алгоритм метода наискорейшего спуска в соответствии с первым способом.

6.  Алгоритм метода наискорейшего спуска.

1. Задаем точность вычисления 
[image: image156.wmf]e

, начальный и минимальный шаги 
[image: image157.wmf]0

h

 и 
[image: image158.wmf]min
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, начальную точку 
[image: image159.wmf]0
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2. Вычисляем значение 
[image: image160.wmf]0
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.

3. Задаем текущий шаг, запоминаем начальную точку 
[image: image161.wmf]Lk
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, вычисляем градиент и его норму в этой точке.

4. Поиск 
[image: image162.wmf]min()
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 по направлению вектора-антиградиента:

а) вычисляем 
[image: image163.wmf]1
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 в соответствии с формулой (2.6).

б) находим 
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в) если 
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5. Если 
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, то возврат на п.4, иначе перейти на п.6.

6. Последнее полученное значение 
[image: image170.wmf]1
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 принимает за 
[image: image171.wmf]1
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 и проверяем условие (2.5). Если оно не выполняется, то возврат на п.3, иначе завершаем вычисления, положив 
[image: image172.wmf]*1*1
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7.  Текст программы.

Смотри приложение №2.

8.   Задание.
Используя    градиентный метод или метод наискорейшего спуска, реализовав их в виде программ на  Turbo Pascal, найти минимум следующих  функций:

1)  f(X)=x12+ x22 +x32+   x1–x1 *x2-2x3  

2)  f(X)=100( x2 –x12) 2+   (1-x1)2  
3)   f(X)=( x2 –x12) 2+   (1-x1*x2)2  
4)  f(X)=5x12+ x22 +  4x1 *x2-16x1-12x2  

5)  f(X= х12 + 4х22 –4х1 –8х2 + 5
Лабораторная работа  №3

Численные методы  нахождения  экстремума функции многих переменных с   ограничениями в форме равенств и неравенств( метод штрафных функций, метод  барьерных функций).
Цель работы: знакомство с задачей условной минимизации  функции многих переменных, т.е. с методами, где на функцию накладываются   ограничениями в форме равенств и неравенств. К ним относятся  метод штрафных функций, метод  барьерных функций.

Введение. Данная задача формулируется как задача условной оптимизации, сутью которой является поиск минимума функции многих переменных при существующих ограничениях в форме равенств и неравенств. Основная идея: свести исходную задачу к задаче безусловной минимизации расширенной функции 
[image: image173.wmf](,)
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, которая учитывает наложенные ограничения.  В зависимости от выбора начальной точки и вида ограничений применяют тот или иной метод.

1. Постановка задачи.
 Дана функция y=f(X), на которую накладываются   ограничениями в форме равенств и неравенств.( 
[image: image174.wmf]}
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) . Требуется найти минимум функции, используя   метод штрафных функций или метод  барьерных функций.

       2. Метод штрафных функций при существующих ограничениях в форме равенств и неравенств.

Этот метод применяется для решения задач условной оптимизации с ограничениями в форме равенств и неравенств, то есть ищется
[image: image175.wmf]}
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Сведем исходную задачу к задаче безусловной минимизации функции 
[image: image176.wmf](,)
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, где функция штрафа
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[image: image179.wmf]0

X

 выбирается вне допустимой области R, поэтому рассматриваемый метод называют методом внешней точки.

Существенным в данном методе является то, что начальный коэффициент штрафа  
[image: image180.wmf]0

b

   задается небольшим, чтобы уменьшить «овражистость» расширенной функции 
[image: image181.wmf](,)
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. Затем 
[image: image182.wmf]k

b

возрастает с каждой итерацией 
[image: image183.wmf]**
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[image: image184.wmf]k
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Минимизации функции 
[image: image185.wmf](,)
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происходит на основе любого метода безусловной минимизации(  прямые методы, градиентные методы). Примем за основу градиентный метод.

3. Алгоритм метода штрафных функций.

1. Введем 
[image: image186.wmf](0)(0)
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2. Запомним 
[image: image187.wmf]0
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[image: image188.wmf]0
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и вычислим 
[image: image189.wmf],
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и его норму.

3. Пока норма >
[image: image190.wmf]e

, найти 
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 в соответствии с градиентным методом.

4. Вычислить 
[image: image192.wmf](1)()
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 и увеличить 
[image: image193.wmf](:10)
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5. Если 
[image: image194.wmf]x
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, закончить вычисления, иначе возврат на пункт 2.

4.  Текст программы.

Смотри приложение №3.

5.   Метод барьерных функций.

Этот метод применяется для решения задач условной оптимизации с ограничениями типа неравенств, то есть 
[image: image195.wmf]}
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Сведем исходную задачу к задаче безусловной минимизации функции 
[image: image196.wmf](,)
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Присоединенная функция 
[image: image198.wmf](,)
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 выбирается таким образом, чтобы она неограниченно возрастала при приближении точки X к границе области R.
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Существенным в данном методе является то, что начальный коэффициент штрафа  
[image: image200.wmf]0

b

   задается большим. Начальная точка 
[image: image201.wmf]0

X

задается только внутри области R, поэтому этот метод называется методом внутренней точки. Коэффициент 
[image: image202.wmf]k
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уменьшается с каждой итерацией 
[image: image203.wmf](0,)
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Минимизации функции 
[image: image205.wmf](,)
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происходит на основе любого метода безусловной минимизации(  прямые методы, градиентные методы). Примем за основу градиентный метод
6.   Алгоритм метода.

1. Начальная точка 
[image: image206.wmf]0

X

 задается внутри области R. Выбираемый коэффициент 
[image: image207.wmf]k

b

 достаточно большой.

2. На каждом k-ом шаге ищется точка 
[image: image208.wmf]*
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, которая считается в качестве начальной на следующем этапе, выполняемом при уменьшающемся значении параметра 
[image: image209.wmf]k
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.

3. При 
[image: image210.wmf]0
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 последовательность точек 
[image: image211.wmf]*
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 к точке условного 
[image: image212.wmf]*
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При этом барьерные функции как бы препятствуют выходу из множества R.

Выход из процесса решения тот же, что и в методе штрафных функций.

Согласно оптимальной процедуре точка 
[image: image213.wmf]*
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 находится внутри допустимой области для каждого 
[image: image214.wmf]k

b

. Поэтому метод барьерных функций называют методом внутренней точки.

7.  Текст программы.

Смотри приложение №3.

8.   Задание.
Используя     метод штрафных функций или метод барьерных функций, реализовав их в виде программ на  Turbo Pascal, найти минимум следующих  функций с ограничениями:

 1)  f(X)=x12+ x22 + 0.5x1 *x2 

      x1+ x2 –1=0

2)  f(X)=100( x2 –x12) 2+   (1-x1)2  
               x1+ x2 –1=0

3)  f(X)= 3x22 -11x1-3x2  -x3

        x1-7x2  +3x3+7<=0

    5 x1+2x2  –x3–2<=0

     x3>=0
4)  f(X)= 4/x1+ 9/x2 +x1+x2  
        x1+x2–6<=0

     x1>=0
     x2>=0
5)  f(X)= 4/x1+ 9/x2 +x1+x2  
        x1+x2–4<=0

     x1>=0
     x2>=0
   
[image: image215]
Лабораторная работа  № 4.
 Безусловная и условная минимизация   функции многих переменных  с использованием  систем MATCAD.
Цель работы: знакомство с задачей  безусловной и условной минимизации  функции многих переменных в системе MATCAD. 

Введение. Данная задача может быть решена с помощью системы MATCAD .   В этой системе существуют различные встроенные функции, позволяющие с той или иной точностью решить поставленную задачу.

1.  Постановка задачи.
Дана функция y= f(X),  на которую накладываются   ограничениями в форме равенств и неравенств. ( 
[image: image216.wmf]}
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) . Требуется найти минимум функции, используя   возможности системы MATCAD.

2.   Метод решения в системе MATCAD.

В данной системе имеется  встроенная функция Minimize(X), которая производит вычисления на основе  алгоритмов оптимизации, не требующих вычисления производных  функции f(X), что позволяет решать задачи, в которых вычисления производных по тем или иным причинам невозможно.

Функция Minimize(X) должна использоваться в составе блока решения, открываемого директивой Given,  и возвращает вектор неизвестных 
[image: image217.wmf](
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,  при которых заданная функция имеет минимальное значение. Внутри блока могут быть различные ограничительные условия в виде равенств или неравенств. Перед блоком решения надо задать начальные значения искомых переменных. 

Примечание. При поиске минимума « овражистой» функции 
[image: image218.wmf]()
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    ( примером может служить   функция Розенброка    f(X)=100( x2 –x12) 2+   (1-x1)2    )  результаты решения сильно зависят от выбора начальных значений переменных. хi. 

    Другой  способ решения в системе MATCAD  задач  безусловной минимизации  функции многих переменных  реализуются  с помощью функции MinErr (p, q, ...),   которая также должна использоваться в составе блока решения, открываемого директивой Given. Функции MinErr  возвращает вектор неизвестных 
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,  при которых заданная функция имеет минимальное значение. При этом внутри блока решения обязательно д.б. заданы необходимые условия существования экстремума в следующем виде:
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( более подробно см. приложение 4)

Данный способ также имеет  недостатки при поиске минимума « овражистой» функции 
[image: image221.wmf]()

fX

, т. е. решение зависит от выбора начальных значений вектора переменных 
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. Поэтому наилучшим способом получения наиболее точного решения для любых функций f(X) в системе MATCAD  является возможность программирования любого известного численного метода поиска минимума функции многих переменных. В качестве примера возьмем метод деформированного многогранника( метод Нелдера — Мида). Напомним его основные положения.

Метод Нелдера — Мида, также известный как метод деформируемого многогранника и симплекс-метод, — метод безусловной оптимизации функции от нескольких переменных, не использующий   градиентов функции, а поэтому легко применим к негладким и/или зашумлённым функциям.

Суть метода заключается в последовательном перемещении и деформировании симплекса вокруг точки экстремума.

Пусть требуется найти безусловный минимум функции n переменных 
[image: image223.wmf]12
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. Предполагается, что серьёзных ограничений на область определения функции нет, то есть функция определена во всех встречающихся точках.

Параметрами метода являются:

· коэффициент отражения α > 0, обычно выбирается равным 1.

· коэффициент сжатия β > 0, обычно выбирается равным 0,5.

· коэффициент растяжения γ > 0, обычно выбирается равным 2.

3.  Алгоритм метода.
1. «Подготовка». Вначале выбирается n+1 точка  Xi =( xi(1),xi(2),…,xi(n)), 
i=1,..., n+1 образующие симплекс n-мерного пространства. В этих точках вычисляются значения функции:  f1=f(X1), f2=f(X2), … , fn+1=f(Xn+1).
2. «Сортировка». Из вершин симплекса выбираем три точки: Xh с наибольшим (из выбранных) значением функции fh, : Xg со следующим по величине значением fg и  XL с наименьшим значением функции fL . Целью дальнейших манипуляций будет уменьшение по крайней мере fh.

3. Найдём центр тяжести всех точек, за исключением  Xh: 
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4. «Отражение». Отразим точку Xh относительно Xc с коэффициентом α (при α = 1 это будет центральная симметрия, в общем случае — гомотетия), получим точку Xr и вычислим в ней функцию: fr = f(Xr). Координаты новой точки вычисляются по формуле: 

Xr = (1 + α) Xc − α Xh .

5. Далее смотрим, насколько нам удалось уменьшить функцию, ищем место fr в ряду fL, fg. fh. 

Если fr < fL, то направление выбрано удачное и можно попробовать увеличить шаг. Производим «растяжение». Новая точка Xe = (1 − γ) Xc + γ Xr и значение функции fe = f(Xe). 

Если fe < fL, то можно расширить симплекс до этой точки: присваиваем точке Xh значение Xe и заканчиваем итерацию (на шаг 9).

Если fe > fL, то переместились слишком далеко: присваиваем точке Xh значение Xr и заканчиваем итерацию (на шаг 9).

Если fL < fr < fg то выбор точки неплохой (новая лучше двух прежних). Присваиваем точке Xh значение Xr и переходим на шаг 9.

Если fh > fr > fg, то меняем местами значения Xr и Xh. Также нужно поменять местами значения fr и fh. После этого идём на шаг 6.

Если fr > fh, то просто идём на следующий шаг 6.

В результате (возможно, после переобозначения) fr > fh > fg> fl.

6. «Сжатие». Строим точку Xs = β Xh + (1 − β) Xc и вычисляем в ней значение fs = f(Xs).

7. Если fs < fh, то присваиваем точке Xh значение Xs и идём на шаг 9.

8. Если fs > fh, то первоначальные точки оказались самыми удачными. Делаем «глобальное сжатие» симплекса — гомотетию к точке с наименьшим значением Xl: 
Xi= Xi+( Xi- XL )/2

9. Последний шаг — проверка сходимости.   Суть проверки заключается в том, чтобы проверить взаимную близость полученных вершин симплекса, что предполагает и близость их к искомому минимуму. Если требуемая точность ещё не достигнута, можно продолжить итерации с шага 2.

4.  Текст программы.

Смотри приложение №4.

      5. Задание.
Используя  возможности системы MATCAD найти минимум следующих  функций:

I. Задача безусловной оптимизации. 

1)  f(X)=x12+ x22 +x32+   x1–x1 *x2-2x3  

2)  f(X)=100( x2 –x12) 2+   (1-x1)2  
3)   f(X)=( x2 –x12) 2+   (1-x1*x2)2  
4)  f(X)=5x12+ x22 +  4x1 *x2-16x1-12x2  

5)  f(X)=x12+ 2x22 +3x32+10 x1–6x1 *x3-20x3  

II. Задача условной оптимизации. 

1)  f(X)=x12+ x22 + 0.5x1 *x2 

      x1+ x2 –1=0

2)  f(X)=100( x2 –x12) 2+   (1-x1)2  
               x1+ x2 –1=0

3)  f(X)= 3x22 -11x1-3x2  -x3

        x1-7x2  +3x3+7<=0

    5 x1+2x2  –x3–2<=0

     x3>=0
4)  f(X)= 4/x1+ 9/x2 +x1+x2  
        x1+x2–6<=0

     x1>=0
     x2>=0
5)  f(X)= 4/x1+ 9/x2 +x1+x2  
        x1+x2–4<=0

     x1>=0
     x2>=0
Лабораторная работа  №5

Формирование оптимального управления в соответствие с принципом максимума Понтрягина. Решение краевой задачи.
Цель работы: знакомство с решением различных краевых задач на примере   формирования оптимального управления в соответствие с принципом максимума Понтрягина.
Введение. Данная задача   заключается в поиске такой управляющей функции [image: image225.wmf])
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 достигает минимального значения.  В зависимости от исходной системы применяют тот или иной метод.

1. Постановка задачи.
 Предполагаем, что управляемый процесс описывается системой дифференциальных уравнений
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с начальными условиями
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Здесь: 
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 - n - мерная функция своих аргументов
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(

t

y

 - n- мерный вектор, характеризующий состояние управляемого процесса в момент времени 
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 - r - мерный вектор управляющих воздействий (из некоторого заданного класса функций),
Как известно, задача синтеза управления заключается в построении таких управляющих воздействий, при которых выполняется совокупность ограничений на состояние процесса, например, по времени переходного процесса, по величине максимального перерегулирования и т.п.

Задача же оптимального управления заключается в отыскании таких управляющих воздействий, при которых управляемый процесс будет наилучшим в некотором смысле. При этом для оценки качества управляемого движения вводится функционал 
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В качестве критерия оптимальности рассматривается функционал Майера
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где t1 – заданное конечное время управления. В рассматриваемом случае начальное состояние [image: image236.wmf]0

y

 считается заданным, а [image: image237.wmf]1
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 - свободным, т.е. рассматривается задача со свободным правым концом. Оптимальное управление, доставляющее минимум функционалу (3) находится в соответствии с принципом максима Понтрягина. Для этого вводится функция
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где [image: image239.wmf])

,

,

(

u

y

t

f

i

 - правые части уравнений движения (1), [image: image240.wmf]i
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 - множители Лагранжа, удовлетворяющие уравнениям
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с граничными условиями
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Исходная система (1), (2) может быть представлена в виде
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 и ее можно исследовать на минимум или максимум.
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Тогда справедливо следующее утверждение.

Если управление [image: image252.wmf])
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 доставляет минимум  функционалу (5.3), то оно удовлетворяет условию максимума  (5.9), где [image: image253.wmf])
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 определяются из системы уравнений  (5.5)- (5.8) при управлении [image: image254.wmf])
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, найденном из условия максимума (5.9).

Из формулировки принципа максимума следует, что он является необходимым условием  абсолютного минимума.  Принцип максимума, сформулированный академиком Понтрягиным Л.С. , позволяет получить замкнутую систему уравнений (5.4) – (5.9) для определения оптимального управления и соответствующего ему решения.

Следует отметить, что в соответствие с принципом максимума задача минимизации функционала сводится к  решению краевой задачи, что представляет собой основную трудность. Важно отметить, что существуют две способа решения краевой задачи, т.е. получения 
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в соответствии с управлением u0 (t) . Простое решение краевой задачи существует, если  управлением u0 (t) не зависит от множителей Лагранжа. Более сложное решение – если есть такая зависимость.

2.Краевая задача первого типа.
 Пусть уравнение движения имеет вид
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и минимизируется
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Из условия стационарности
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Таким образом, решение сводится к краевой задаче (5.10), (5.11), (5.12) для определения [image: image263.wmf])
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Если  
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3. Алгоритм решения краевой задачи первого типа.
1. Задаем исходные данные: t0   ,t1   , шаг интегрирования,  шаг вывода результатов,  
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2. Задаем произвольное значение 
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3. Интегрируем численным методом Рунге-Кутта дифференциальные уравнения (5.10), (5.11) до момента времени t1 .
4. В результате интегрирования получаем 
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не совпадающее с требуемым 
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5. Пересчитываем 
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6. Повторно интегрируем дифференциальные уравнения (5.10), (5.11) с полученным в п.5 значением 
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 .В результате получаем в конечный момент времени t1 требуемое значение 
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4.  Текст программы.

Смотри приложение №5.

5.   Краевая задача второго типа.
Пусть уравнение  движения имеет вид
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Вводя новую переменную   у2    
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


 
получим соответствующее дифференциальное уравнение:
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Тогда перейдем от задачи Лагранжа к задаче Майера
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В этом случае

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


,

(  переменную y  рассматриваем как у1 )
Тогда [image: image285.wmf]1
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 и [image: image286.wmf]2
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 удовлетворяют системе управлений с граничными условиями
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Оптимальное управление находится из условия максимума функции H по u. Из условия

[image: image289.wmf]0
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Так как [image: image291.wmf]const
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 - находится из краевой задачи.

При этом 
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, значит, найденное управление  доставляет максимум функции H и дает решение поставленной задачи.

Как мы видим,  управление 
[image: image295.wmf]0
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 зависит от 
[image: image296.wmf]1
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, поэтому решение краевой задачи может быть получено в соответствии с достаточно сложным итерационном алгоритмом.
6. Алгоритм решения краевой задачи второго типа.
1. Задаем исходные данные: t1 , шаг интегрирования,  шаг вывода результатов,  
[image: image297.wmf])
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2. Задаем произвольное значение 
[image: image298.wmf])

(

0

1

t

l

. 

3. Подбираем  значение 
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, которое даст расчетное значение  
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 с  точностью 
[image: image302.wmf]d
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=0.1). Для этого интегрируем численным методом Рунге-Кутта дифференциальные уравнения (5.13), (5.14), (5.15) до момента времени t1.
4. В результате интегрирования получаем 
[image: image304.wmf])
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│. Если  разница меньше 
[image: image307.wmf]d

, то переходим на п.5, в обратном случае проверяем, превысило или нет расчетное значение 
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, увеличенное в 1,1 раза. Иначе - в качестве 
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 берем значение, уменьшенное в 1, 25 раза. Затем повторяем изложенные выше действия.
5. Подбираем  значение 
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, которое даст расчетное значение  
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[image: image318.wmf]e

,(например 
[image: image319.wmf]e

=0.0001) . Для этого применим метод половинного деления (дихотомии). В соответствии с ним пересчитываем 
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, где в качестве  
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 принимаем последние значения  
[image: image326.wmf])
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[image: image327.wmf])
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 больше требуемого 
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). После повторно интегрируем дифференциальные уравнения (5.13)- (5.15). В результате интегрирования получаем 
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│. Если  разница меньше 
[image: image334.wmf]e

, то поставленная краевая задача решена, прекращаем вычисления, иначе  повторяем изложенные выше действия.
7.  Текст программы.

Смотри приложение №5.

8.   Задание.
1. Студентам требуется, используя данный в приложение №5 текст программы, самостоятельно подобрать исходные данные для решения первой задачи: t0   ,t1   , шаг интегрирования,  шаг вывода результатов,  
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находящихся вне области сходимости, краевая задача не будет решена. 

2. Студентам требуется, используя данный в приложение №5 текст программы, самостоятельно подобрать исходные данные для решения второй задачи: t0   ,t1   , шаг интегрирования,  шаг вывода результатов, 
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  находящихся вне области сходимости, краевая задача не будет решена.  
Лабораторная работа  №6

Формирование оптимального управления для решения различных задач на максимальное быстродействие.
Цель работы: знакомство с решением различных  задач на максимальное быстродействие   при выборе оптимального управления в соответствие с принципом максимума Понтрягина

Введение. Существуют различные виды задач на максимальное быстродействие. Их решение      заключается в поиске такой управляющей функции [image: image339.wmf])

(

t

u

 и соответствующей траектории [image: image340.wmf])
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, удовлетворяющей системе дифференциальных уравнений, на которых  функционал ( время)  достигает минимального значения.  В зависимости от исходной системы дифференциальных уравнений, применяют тот или иной метод.

1. Постановка задачи.
В системе

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



(6.1)

требуется найти управление, переводящее систему из одного (заданного) состояния [image: image342.wmf]0
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 в другое (конечное) состояние [image: image343.wmf]1
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 за минимальное время [image: image344.wmf])
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Рассмотрим решение этой задачи на основе принципа максимума. Для определенности положим [image: image346.wmf]0
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В соответствии с принципом максимума функционал качества необходимо  представить в форме Майера: [image: image347.wmf]å
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Для этого введем переменную [image: image348.wmf]t
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, где множители Лагранжа удовлетворяют уравнению [image: image352.wmf]i
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 с неизвестными начальными и конечными значениями.

Из структуры H видно, что 
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Тогда дальнейшее исследование функции H сводится к исследованию [image: image354.wmf]å
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2. Метод решения задачи на быстродействие при отсутствии демпфирования.
Рассмотрим систему, динамика которой описывается уравнением

[image: image355.wmf]u
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(6.2)
            Перепишем уравнение (6.2)  в форме системы дифференциальных уравнений
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Требуется перевести систему (6.3) из состояния
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в начало координат ( y1к=0, y2к=0)  за минимальное время.
В данном случае
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Решая систему уравнений, найдем 
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Будем считать, что   на  управление наложены ограничения (│u(t)≤1│.

Из условия максимума функции H следует, что 

[image: image361.wmf]0

если

,

1

0

если

,

1

2

0

2

0

<

l

-

=

>

l

=

u

u

.

Учитывая, что [image: image362.wmf]2
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 - линейная функция, меняющая знак не более одного раза, оптимальное управление может быть: [image: image363.wmf]1
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 или с одним переключением.

Предположим, что [image: image364.wmf]1
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- константы интегрирования. 
На фазовой плоскости получим уравнение [image: image367.wmf]2
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. Различным значениям [image: image368.wmf]2

a

 будут соответствовать различные фазовые траектории (параболы).

И только при [image: image369.wmf]0
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 фазовая траектория проходит через начало координат. Поэтому с управлением [image: image370.wmf]1
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 можно попасть в начало координат только, стартуя с фазовой траектории АО.

Пусть теперь [image: image371.wmf]1
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В этом случае 
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Видно, что с управлением [image: image374.wmf]1
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 можно попасть в начало координат только стартуя с  фазовой траектории B0.

Таким образом, фазовая плоскость делится линией A0B на 2 части (области D и C).
Есть старт с точек области D, то сначала [image: image375.wmf]1
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Если же – c точек области C, то 
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.

Линия A0B – линия переключения. 


Так реализуется оптимальное управление в данной задаче быстродействия.
3. Алгоритм решения задачи на быстродействие при отсутствии демпфирования 

1. Задаем исходные данные: t0    , шаг интегрирования,  шаг вывода результатов,  начальную точку на фазовой плоскости 
[image: image378.wmf].
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 В зависимости от 
[image: image379.wmf]0
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выбирается управление  u0.
 2. Интегрируем численным методом Рунге-Кутта дифференциальные уравнения (6.3).При этом, контролируя текущие значения у1(t) и  у2(t), меняем не более одного раза управление  u0..
3. При попадании с точностью  
[image: image380.wmf]e

 в начало координат, прекращаем интегрирование.

В результате получаем искомое время 
[image: image381.wmf]1
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 , за которое система переводится из произвольного начального состояния в заданное конечное.

Примечание.  Если конечным состоянием является не начало координат, т.е. у11 =у1к≠0, у21=у2к≠0, то выбираем  новую систему координат,  в которой   
[image: image382.wmf]0
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[image: image383.wmf]11
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4.  Текст программы.

Смотри приложение №6.

5. Метод решения задачи на быстродействие с учетом демпфирования.
Рассмотрим систему, динамика которой описывается следующей системой дифференциальных уравнений
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Такими уравнениями, например, описывается движение маятника в поле массовых сил при действии управляющей силы u(t).
Требуется перевести систему (6.4) из состояния

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



в начало координат ( y1к=0, y2к=0)  за минимальное время.
В данном случае
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где
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Соответственно, 
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Решая  последнюю систему уравнений, найдем 
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Будем считать, что   на  управление наложены ограничения (│u(t) │≤1).

Из условия максимума функции H следует, что 
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Учитывая, что 
[image: image396.wmf])
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 -  функция,  имеющая не более одного нуля, т.е. меняющая знак не более одного раза,  оптимальное управление может быть: [image: image397.wmf]1
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 или с одним переключением.

Предположим, что [image: image398.wmf]1
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, тогда система (6.4) запишется в следующем виде:
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[image: image400.wmf]1
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Отсюда следует, что (у1+1)dy1=y2dy2 . Интегрируя, получим уравнение фазовой траектории:   (у1+1)2-у22=R1.

Этим уравнением описывается семейство гипербол с центром в т.(-1;0) , представленное на рис.6. Т.к. 
[image: image401.wmf]2
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, то движение будет слева направо в верхней полуплоскости (у2>0) и справа налево в нижней. Как и ранее, нас интересуют дуги тех гипербол, которые приводят в начало координат. Это дуга АО.

И только при R1=1  фазовая траектория проходит через начало координат. Поэтому с управлением [image: image402.wmf]1
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 можно попасть в начало координат только, стартуя с фазовой траектории АО.

[image: image403.jpg]



Рис.6
Аналогично, при управлении 
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,получим:    (у1-1)2-у22=R2. Этим уравнением описывается семейство гипербол с центром в т.(1;0) , представленное на рис.7. Соответственно,  с управлением 
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 можно попасть в начало координат только, стартуя с фазовой траектории BО, которая соответствует значению R2=1.
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Рис.7

В результате  получим следующее: данная задача имеет решение не во всех случаях, в отличии от предыдущей задачи быстродействия. Требуется, чтобы начальное состояние системы (6.4) входило в область управляемости, представленную на рис. 8 в виде областей C и D. Из других областей привести систему в начало координат невозможно.
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Рис.8

Соответственно, управление формируется следующим образом:

u0(у1, у2)=1, если (у1, у2)
[image: image408.wmf]Î

С или находится на дуге АО;
u0(у1, у2)=-1, если (у1, у2)
[image: image409.wmf]Î

D или находится на дуге ВО.
Если начальное состояние системы (6.4) соответствует дуге АО или ВО, то управление остается постоянным, и наша система придет в начало координат. В случае, когда начальное состояние системы (6.4) входит в область управляемости, но не находится на дугах АО или ВО важно правильно выбрать момент переключения управления. Критерием выбора будет сравнение значения у1(t) c константами  R1 или R2.
Предположим, что начальному состоянию системы соответствует точка М на фазовой плоскости с координатами (у10,у20) и для определенности она принадлежит области С. Тогда  u0(у10, у20)=1 и  (у10+1)2-у202=R1 . Двигаясь по этой траектории, т. М обязательно окажется на дуге ВО. Значит, будет существовать решение следующей системы уравнений:

   (у1(t)+1)2-у2(t)2=R1
  (у1(t)-1)2-у2(t)2=1

Решая ее получим, что смена управления произойдет когда у1(t) примет значение 
[image: image410.wmf]4
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 и дальше т. М будет двигаться по дуге ВО.

Аналогично, если изначально точка М находилась в области D, то момент переключения управления с u0(у1, у2)=-1 на u0(у1, у2)=1, т.е. движение по дуге АО, произойдет при у1(t)= 
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6. Алгоритм решения задачи на быстродействие с учетом демпфирования .

1. Задаем исходные данные:  шаг интегрирования,  шаг вывода результатов,  начальную точку на фазовой плоскости 
[image: image412.wmf].
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 Точка у0 должна принадлежать области управляемости.   В зависимости от 
[image: image413.wmf]0

у

выбирается управление  u0 и вычисляется константа R1 или  R2.
 2. Интегрируем численным методом Рунге-Кутта дифференциальные уравнения (6.4).При этом, контролируя текущее значения у1(t) , меняем не более одного раза управление  u0..
3. При попадании с точностью  
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 в начало координат, прекращаем интегрирование.

В результате получаем искомое время 
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t

, за которое система переводится из произвольного начального состояния в заданное конечное.

Примечание.  Если конечным состоянием является не начало координат, т.е. у11 =у1к≠0, у21=у2к≠0, то выбираем  новую систему координат,  в которой   
[image: image416.wmf]0

21

11

=

=

у

у

)

)

. Соответственно требуется пересчитать 
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7.  Текст программы.

Смотри приложение №6.

8.   Задание.
1. Студентам требуется, используя данный в приложение №6 текст программы, самостоятельно подобрать исходные данные для решения  задачи быстродействия: шаг интегрирования,  шаг вывода результатов, y0, u0. При задании неправильных значений
y0, u0,  ,находящихся вне области сходимости, задача не будет решена. 

2. Получив решения обеих задач быстродействия, проанализировать полученные результаты. Сделать выводы по результатам работы.
ПРИЛОЖЕНИЕ
Приложение №1.
Текст программы на Turbo Pascal, в которой реализован метод покоординатного спуска
Uses Graph,Crt;

Type Vector=array[1..10] of real;

Var i,j,n,x0,y0,z:integer;

    it:longint;

    fx,f0,fxn,norm,h,h0,hmin,eps,m:real;

    x,xn,Grad:Vector;

{================================================================}

{* Функция F(x) *}

Function f(x:Vector):real; {  Eps=1e-3   }

Begin

  { Test !!! }

   F:=sqr(x[1]+5.6)+sqr(x[2]-2.4)   { 2 итерации } 

{  1  f:= sqr(x[1])+sqr(x[2])+sqr(x[3])+x[1]-x[1]*x[2]-2*x[3]   }

{  2  f:=100*sqr(x[2]-x[1]*x[1])+sqr(1-x[1])    }

{  3  f:=sqr(x[2]-x[1]*x[1])+sqr(1-x[1]*x[2])   }   

{  4  f:= 5*sqr(x[1])+sqr(x[2])+4*x[1]*x[2]-16*x[1]-12*x[2]  }
{  5  f:= sqr(x[1])+2*sqr(x[2])+3*sqr(x[3])+10*x[1]-6*x[1]*x[3]-20*x[3] }
End;

{* Процедура инициализации графики *}

Procedure Gr(x,y:real);

Var gd,gm:integer;

Begin

  gd:=detect;

  initgraph(gd,gm,' ');

  SetBkColor(15);

  x0:=320;y0:=240;

  SetColor(14);

  Line(0,y0,640,y0);Line(x0,0,x0,480);

  SetColor(2);

  MoveTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m))

End;

{* Процедура вывода графиков *}

Procedure Gr_out(x,y:real);

Begin

  LineTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m));

End;

 procedure poisk;

begin

xn[i]:=x[i]+z*h; fxn:=f(xn);

end;

{================================================================}

Begin

  h0:=1;      { Шаг }

  eps:=1e-3; { Точность }

  hmin:=1e-4;

  it:=0;     { Количество итераций }

  m:=10;     { Масштаб   }

   Write('n='); Read(n);  { Размерность }

  for i:=1 to n do

  x[i]:=10;              { Начальная точкa }

  Assign(Output,'grad.txt');

  Rewrite(Output);

    Gr(x[1],x[2]);

 xn:=x; fx:=f(x); z:=1;

  REPEAT

    it:=it+1;

    f0:=fx;

    for i:=1 to n do begin

        h:=h0;

        Repeat

          z:=1;

     (* 1 *) repeat

              poisk;

              while fxn<fx do begin

                x[i]:=xn[i]; fx:=fxn; poisk;

                               end;

                z:=-z;

           until z>0 (* 1 *);

         h:=h/10;

        Until h<hmin;

      xn[i]:=x[i];

             If (it>=10000)and(it<35500)or(it<=1000) Then

                                         begin

                           Write('it=',it:4);

                              for j:=1 to n do

                               Write('  x[',j,']=',x[j]:10:6);

                            Writeln;        end;

                         Gr_out(x[1],x[2]);  {* Рисование графика *}

                     end; { for }

Until Abs(fx-f0)<Eps;

                Writeln;

                           Write('it=',it:4);

                              for i:=1 to n do

                               Write('  x[',i,']=',x[i]:10:6);

                            Writeln;

    ReadKey;

End.

Текст программы на Turbo Pascal, в которой реализован метод деформированного многогранника

Program SimplexMethod;

Uses Crt;

Type

  TFloat = Real;

Const

  N_S = 10;

  Max_Float = 1.0e+32;

Type

  Vector = Array[1..Succ(N_S)] Of TFloat;

  Matrix = Array[1..Succ(N_S), 1..N_S] Of TFloat;

  OptimFunc = Function(N: Byte; X: Vector): TFloat;

Var

  X: Vector;

  H, Fmin: TFloat;

  N, I, IT : Integer;

Function OFunc(N: Byte; X: Vector): TFloat; Far;

Begin

  OFunc:=100*sqr(X[2]-sqr(X[1]))+sqr(1-X[1]);

End;

Procedure Simplex(N: Byte; OFunc: OptimFunc; Eps, H: TFloat;

  var X: Vector; var  Fmin: TFloat; var IT: Integer);

Var

  I, J, K, Ih, Ig, IL, ITR : Integer;

  Smplx: Matrix;

  Xh, Xo, Xg, Xl, Xr,Xc, Xe, F : Vector;

  Fh, Fl, Fg, Fo, Fr, Fe: TFloat;

  S, D, Fc: TFloat;

Const

  Alpha = 1.0;

  Betta = 0.5;

  Gamma = 2.0;

Begin

  For i:=1 To N Do Smplx[1,i] := X[i];

  For i:=2 To Succ(N) Do

    For j:=1 To N Do

      If j = pred(i) Then Smplx[i,j]:=Smplx[1,j] + H

      Else Smplx[i,j]:=Smplx[1,j];

  For i:=1 To Succ(N) Do Begin

    For j:=1 To N Do X[j]:=Smplx[i,j];

    F[i]:=OFunc(N, X);

  End;

   Eps:=Abs(Eps); ITR:=0;

  Repeat

    Fh:=-Max_Float; Fl:=Max_Float;

    For i:=1 To Succ(N) Do Begin

      If F[i]>Fh Then Begin Fh:=F[i]; Ih:=i End;

      If F[i]<Fl Then Begin Fl:=F[i]; IL:=i End;

    End;

    Fg:=-Max_Float;

    For i:=1 To Succ(N) Do

      If (F[i]>Fg)and(i<>Ih) Then Begin Fg:=F[i]; Ig:=i End;

    For j:=1 To N Do Begin

      Xo[j]:=0;

      For i:=1 To Succ(N) Do If i<>Ih Then Xo[j]:=Xo[j]+Smplx[i,j];

      Xo[j]:=Xo[j]/N;

      Xh[j]:=Smplx[Ih,j];

      Xl[j]:=Smplx[IL,j];

      Xg[j]:=Smplx[Ig,j];

    End;

    Fo:=OFunc(N, Xo);

    {Отражение- Alpha}

    For j:=1 To N Do Xr[j]:=Xo[j] + Alpha*(Xo[j]-Xh[j]);

    Fr:=OFunc(N, Xr);

    If Fr<Fl Then Begin

      {Pастяжение- Gamma}

      For j:=1 To N Do Xe[j]:=Gamma*Xr[j] + (1-Gamma)*Xo[j];

      Fe:=OFunc(N, Xe);

      If Fe<Fl Then Begin

        For j:=1 To N Do Smplx[Ih,j]:=Xe[j]; F[Ih]:=Fe

      End

      Else Begin

        For j:=1 To N Do Smplx[Ih,j]:=Xr[j]; F[Ih]:=Fr

      End

    End

    Else

      If Fr>Fg Then Begin

        If Fr<=Fh Then Begin

          For j:=1 To N Do Xh[j]:=Xr[j]; F[Ih]:=Fr

        End;

        {Cжатие- Betta}

        For j:=1 To N Do Xc[j]:=Betta*Xh[j] + (1-Betta)*Xo[j];

        Fc:=OFunc(N, Xc);

        If Fc>Fh Then Begin

          For i:=1 To Succ(N) Do Begin

            {Редукция}

            For j:=1 To N Do Begin

              Smplx[i,j]:=0.5*(Smplx[i,j] + Xl[j]);

              X[j]:=Smplx[i,j]

            End;

            F[i]:=OFunc(N, X);

          End

        End

        Else Begin

          For j:=1 To N Do Smplx[Ih,j]:=Xc[j]; F[Ih]:=Fc

        End

      End

      Else Begin

        For j:=1 To N Do Smplx[Ih,j]:=Xr[j]; F[Ih]:=Fr

      End;

    {Проверка}

    S:=0; D:=0;

    For i:=1 To Succ(N) Do Begin S:=S + F[i]; D:=D + Sqr(F[i]) End;

    S:=Sqrt(Abs((D - Sqr(S)/Succ(N))/Succ(N)));

    Inc(Itr);

  Until (S<=Eps) or (It<ITR);

  If Itr>IT Then IT:=-Itr Else IT:=Itr;

  X:=XL;

  Fmin:=F[IL];

End;

BEGIN

    ClrScr;

  WriteLn('Programma Realizacii Algoritm "Neldera-Mida"');

  Write('Vvedite realnuju razmernoct vectora X: '); Read(N);

  WriteLn('Vvedite nachalnoe Pribligenie vectora X: ');

   For i:=1 to N do   begin

   Write( 'X[',i,']='); Read(X[i]);

                        end;

  WriteLn('Zadaite GELAEMOE Kolichestvo Iteracii:'); ReadLn(IT);

  Simplex(N, OFunc, 1.0e-8, 0.5, X,  Fmin, It);

  WriteLn('Vicheslennioe znachenie optimizacii:');

       For i:=1 to N do WriteLn( 'X[',i,']=',X[i]);

  WriteLn('Naidennii min Funkcii=',Fmin);

  WriteLn('Zatrachennoe Chislo Iteraciy= ',It);

  ReadLn;

END.

Приложение №2.
Текст программы на Turbo Pascal, в которой реализован градиентный метод 

Uses Crt;

Type Vector=array[1..10] of real;

const eps=1e-3;

Var

    i,n:integer;

    it:longint;

    fx,fxn,norm,h,m:real;

    x,xn,Grad:Vector;

{================================================================}

{* Функция F(x) *}

Function f(x:Vector):real;

Begin

{ Test !!! }

  { Test !!! }

   F:=sqr(x[1]+5.6)+sqr(x[2]-2.4)   { 12 итераций } 

{  1  f:= sqr(x[1])+sqr(x[2])+sqr(x[3])+x[1]-x[1]*x[2]-2*x[3]   }

{  2  f:=100*sqr(x[2]-x[1]*x[1])+sqr(1-x[1])    }

{  3  f:=sqr(x[2]-x[1]*x[1])+sqr(1-x[1]*x[2])   }   

{  4  f:= 5*sqr(x[1])+sqr(x[2])+4*x[1]*x[2]-16*x[1]-12*x[2]  }
{  5  f:= sqr(x[1])+2*sqr(x[2])+3*sqr(x[3])+10*x[1]-6*x[1]*x[3]-20*x[3] }
End;

  {Вычисление градиента}

procedure rasch_grad;

         const dx=1e-6;

begin

fx:=f(x);

  for i:=1 to n do begin

    x[i]:=x[i]+dx;

    grad[i]:=(f(x)-fx)/dx;

    x[i]:=x[i]-dx;

        end;

end;

      {Вычисление нормы }

function norma(grad:vector):real;

var S:real;

begin

         S:=0;

         for i:=1 to n do S:=S+sqr(grad[i]);

         norma:=sqrt(S);

end;

{================================================================}

Begin
  h:=1;      {шаг}

  it:=0;     {количество итераций}

  Write('n='); Read(n);  { размерность }

  for i:=1 to n do

  x[i]:=10;              { начальная точкa }

     fx:=f(x); rasch_grad; norm:=norma(grad);

  Assign(Output,'grad.txt');

  Rewrite(Output);

while (norm>eps)and(h>eps/1e+9)do
 begin

    for i:=1 to n do xn[i]:=x[i]-h*grad[i]/norm;

      fxn:=f(xn);

      if fxn<fx then begin (*попытка удачна*)

               it:=it+1;   h:=1.25*h;          x:=xn;

                fx:=f(x); rasch_grad; norm:=norma(grad);

             If (it>=10000)and(it<35500)or(it<=1000) Then

                                          begin

                           Write('it=',it:4);

                              for i:=1 to n do

                               Write('  x[',i,']=',x[i]:10:6);

                            Writeln;        end;

                       end

                  else h:=h/2; (*нeyдaчнaя попытка *)

end;

                Writeln;

                Write('it=',it:4);

                  for i:=1 to n do Write('  x[',i,']=',x[i]:10:6);

                  Writeln;    Writeln('         f(x)=',fx);

 ;

                    NoSound;

    ReadKey;

End.

Текст программы на Turbo Pascal, в которой реализован  метод наискорейшего спуска
program SpeedSpusc;

Uses Graph,Crt;

Type Vector=array[1..10] of real;

Var i,n,k,x0,y0:integer;

    it:longint;

    fx,fxn,norm,h,h0,hmin,eps,m:real;

    x00,x,xn,Grad,dx:Vector;

{================================================================}

{* Функция F(x) *}

Function f(x:Vector):real; {  Eps=1e-3   }

Begin

  { Test !!! }

   F:=sqr(x[1]+5.6)+sqr(x[2]-2.4)   { 2 итерации } 

{  1  f:= sqr(x[1])+sqr(x[2])+sqr(x[3])+x[1]-x[1]*x[2]-2*x[3]   }

{  2  f:=100*sqr(x[2]-x[1]*x[1])+sqr(1-x[1])    }

{  3  f:=sqr(x[2]-x[1]*x[1])+sqr(1-x[1]*x[2])   }   

{  4  f:= 5*sqr(x[1])+sqr(x[2])+4*x[1]*x[2]-16*x[1]-12*x[2]  }
{  5  f:= sqr(x[1])+2*sqr(x[2])+3*sqr(x[3])+10*x[1]-6*x[1]*x[3]-20*x[3] }
End;

 {Вычисление градиента}

procedure rasch_grad;

         const dx=1e-6;

begin

         fx:=f(x);

         for i:=1 to n do begin

             x[i]:=x[i]+dx;

             grad[i]:=(f(x)-fx)/dx;

             x[i]:=x[i]-dx;

                           end;

end;

{Вычисление нормы для окончания расчетов}

function norma(grad:vector):real;

var S:real;

begin

         S:=0;

         for i:=1 to n do S:=S+sqr(grad[i]);

         norma:=sqrt(S);

end;

{* Процедура инициализации графики *}

Procedure Gr(x,y:real);

Var gd,gm:integer;

Begin

  gd:=detect;

  initgraph(gd,gm,'c:\tp\bgi');

  SetBkColor(15);

  x0:=320;y0:=240;

  SetColor(14);

  Line(0,y0,640,y0);Line(x0,0,x0,480);

  SetColor(2);

  MoveTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m))

End;

{* Процедура вывода графиков *}

Procedure Gr_out(x,y:real);

Begin

  LineTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m));

End;

{================================================================}

Begin

  h0:=1;               { Шаг }

  hmin:=1e-4;          { Шаг min }

  eps:=1e-3;           { Точность }

Write('n='); Read(n);  { Размерность }

  for i:=1 to n do

    x[i]:=10;          { Начальная точкa }

  it:=0;     { Количество итераций }

  m:=10;     { Масштаб   }

    Assign(Output,'grad.txt');

  Rewrite(Output);

  Gr(x[1],x[2]);

Repeat

   fx:=f(x); rasch_grad; norm:=norma(grad);

   h:=h0; x00:=x;

      it:=it+1;

    Repeat

       for i:=1 to n do xn[i]:=x[i]-h*grad[i]/norm;

      fxn:=f(xn);

      if fxn<fx then begin

         x:=xn;

         fx:=fxn;

                     end

                else begin

     {               k:=k+1;

                 if k mod 2<>0 then h:=h/10 else h:=-h;

      }        h:=-h/10;         end

    Until (abs(h)<hmin);

      for i:=1 to n do dx[i]:=x[i]-x00[i];

        norm:=norma(dx);

             If (it>=10000)and(it<36500)or(it<100) Then

                                          begin

                           Write('it=',it:4);

                              for i:=1 to n do

                               Write('  x[',i,']=',x[i]:10:6);

                            Writeln;        end;                         Gr_out(x[1],x[2]);  {* Рисование графика *}

Until Norma(dx)<Eps;

                Writeln;

                Write('it=',it:4);

                  for i:=1 to n do Write('  x[',i,']=',x[i]:10:6);

                  Writeln;    Writeln('         f(x)=',fx);

    ReadKey;

End.
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function norma(x:vec):real;

var

nG:real;

i:byte;

begin

nG:=0;

for i:=1 to n do

nG:=nG+sqr(x[i]);

norma:=sqrt(nG);

end;

BEGIN

iter:=0; h0:=1; h:=1; beta:=0.01;

Write(' введи количество неизвестных:'); Read(n);

Write(' введи количество ограничений в форме равенств:'); Read(m);

Write(' введи количество ограничений в форме неравенств:'); Read(p);

 for i:=1 to n do

  x[i]:=10;              { Начальная точкa }

Repeat

x0:=x; h:=h0; iter:=iter+1; k:=0;

zx:=z(x);gradient ;norm:=norma(grad);

while (norm>eps) and (h>eps/1e9) do

begin

for i:=1 to n do

x1[i]:=x[i]-h*grad[i]/norm;

zx1:=z(x1);

if zx1<zx then  begin

x:=x1; zx:=zx1 ;  gradient;

norm:=norma(grad);

h:=1.25*h; k:=k+1;

                end

 else h:=h/2;

end;

  for i:=1 to n do

     Dx[i]:=x[i]-x0[i];

write(beta:10:1);

  for i:=1 to n do

       write(x[i]:10:6 );

              writeln('  z(x)=',z(x),'  k=',k);

  beta:=10*beta;

  until norma(Dx)<eps;

writeln('число итераций=',iter, ' при заданной точности ',eps:1:9);

END.

.
Приложение №4.
Получение решения задачи безусловной и условной минимизации  функции многих переменных в системе MATCAD с помощью встроенных функций Minimize и MinErr 
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Приложение №5.
Текст программы на Turbo Pascal, в которой решатся краевая задача первого типа.

Program difur1;

{$n+}

Const N=2;   Lyambda=-1;

 Type  Real=Extended;

       Vect=Array[1..n] of Real;

 Var

     a:Array[1..3] of Real;

     t, t0 ,tk ,h ,hp:Real;

     Y, Y0, Y0Z:Vect;

     i, c:Integer;

     u:ReAL;

Procedure Func( t:Real; Y:Vect; Var F:Vect);

begin

F[1]:=a[1]*sqr(y[1]) + a[2]*y[1]*u + a[3]*u*u ;

F[2]:=y[2]*(2*a[1]*y[1]+a[2]*u);

end;

Procedure R_Q(t:Real) ;

Var k0,k1,k2,k3,Y1,F:Vect;

    i,j:Integer;

begin

  For j:=1 to Round( hp/h) do begin

   if j mod 10 =0 then  u:=-a[2]*y[1]/(2*a[3]);

      Func(t,Y,F);

    For i:=1 to n do

     k0[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k0[i]/2;

        Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k1[i]:=h*F[i];

     For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k1[i]/2;

       Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k2[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k2[i];

        Func(t+h,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k3[i]:=h*F[i];

  For i:=1 to n do

     Y[i]:=Y[i]+(k0[i]+2*k1[i]+2*k2[i]+k3[i])/6;

         t:=t+h;

                       end;

end;

Begin

  Write('Введи t0 , tk:');   Read( t0, tk);

  Write('Введи h , hp:');   Read( h, hp);

   Writeln('Введи Y(t0):');

        For i:=1 to n do  begin

          Write( ' Y(',i,')=');  Readln(Y0[i]);

                            end;

      Writeln('Введи a[i]:');

              For i:=1 to 3 do  begin

          Write( ' a(',i,')=');  Readln(a[i]);

                            end;

      Assign(output,'Lyambda1.txt');

      ReWrite(output);

         For i:=1 to 3 do  begin

          Write( ' a(',i,')=' ,a[i]:5:2);

                            end;

         Writeln;

         c:=0;

 Repeat

      t:=t0;     Y:=Y0;

       Write( 't':6, 'u':8);

         For i:=1 to n do

             Write(' ':7, 'Y[',i,']');

           Writeln;

                      u:=-a[2]*y[1]/(2*a[3]);

               Write( t:8:1, u:8:1);

           For i:=1 to n do

          Write( Y[i]:10:5,' ');

               Writeln;

            While t<tk-h do begin

            R_Q(t);

            t:=t+hp;

            Write( t:8:1, u:8:1);

           For i:=1 to n do

          Write( Y[i]:10:5,' ');

               Writeln;

                       end;

    Y0[n]:=Abs(Lyambda/Y[n])*Y0[n] ;

    Writeln( ' Y0[',n,']=',Y0[n]:10:5,' ');

     c:=c+1;

Until c=2;

End.

Текст программы на Turbo Pascal, в которой решатся краевая задача второго типа.

Program difur2;  

{$n+}

 Const N=3;   Lyambda=0; Eps=1E-4; Delta=0.1;
 Type  Real=Extended;

       Vect=Array[1..n] of Real;

 Var

     a:Array[1..4] of Real;

     t, t0 ,tk ,h ,hp, L1, L2:Real;

     Y, Y0, Y0Z:Vect;

     i:Integer;

     u:ReAL;

Procedure Func( t:Real; Y:Vect; Var F:Vect);

begin

F[1]:=a[1]*y[1] + a[2]*u  ;

F[2]:=a[3]*sqr(y[1])+ a[4]*u*u  ;

F[3]:=-a[1]*y[3] + 2*a[3]*y[1]  ;

end;

Procedure R_Q(t:Real) ;

Var k0,k1,k2,k3,Y1,F:Vect;

    i,j:Integer;

begin

  For j:=1 to Round( hp/h) do begin

     u:=a[2]*y[3]/(2*a[4]);

      Func(t,Y,F);

    For i:=1 to n do

     k0[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k0[i]/2;

        Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k1[i]:=h*F[i];

     For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k1[i]/2;

       Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k2[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k2[i];

        Func(t+h,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k3[i]:=h*F[i];

  For i:=1 to n do

     Y[i]:=Y[i]+(k0[i]+2*k1[i]+2*k2[i]+k3[i])/6;

         t:=t+h;

                       end;

end;

Begin

  Write('Введи t0 , tk:');   Read( t0, tk );

  Write('Введи h , hp:');   Read( h, hp);

   Writeln('Введи Y(t0):');

        For i:=1 to n do  begin

           Write( ' Y(',i,')=');  Readln(Y0[i]);

                            end;

      Writeln('Введи a[i]:');

              For i:=1 to 4 do  begin

          Write( ' a(',i,')=');  Readln(a[i]);

                            end;

       Assign(output,'Lyambda2.txt');

         ReWrite(output);

           Writeln;

           For i:=1 to 4 do  begin

            Write( '   a(',i,')=' ,a[i]:5:2);

                            end;

            Writeln;

 Repeat

      t:=t0;     Y:=Y0;        u:=a[2]*y[3]/(2*a[4]);

       Write( 't':7, 'u':7);

         For i:=1 to n do

             Write(' ':7, 'Y[',i,']');

           Writeln;

       Write( t:8:1, u:8:4);

           For i:=1 to n do

           Write( Y[i]:10:5,' ');

               Writeln;

            While t<tk-h do begin

            R_Q(t);

            t:=t+hp;

            Write( t:8:1, u:8:4);

              For i:=1 to n do

               Write( Y[i]:10:5,' ');

                Writeln;

                             end;

             Y0Z[n]:=Y0[n];

         if   Y[n]> Lyambda   then begin L1:=Y0[n];  Y0[n]:=Y0[n]*1.1 end

                              else begin L2:=Y0[n];  Y0[n]:=Y0[n]*0.8 end

 Until Abs( Y[n]-Lyambda)<Delta;

   Writeln( ' Y0[',n,']=',Y0Z[n]:10:5,' ');

           Y0[n]:=(L1+L2)/2;

   Repeat

      t:=t0;     Y:=Y0;       u:=a[2]*y[3]/(2*a[4]);

       Write( 't':7, 'u':7);

         For i:=1 to n do

             Write(' ':7, 'Y[',i,']');

       Writeln;

         Write( t:8:1, u:8:4);

           For i:=1 to n do

           Write( Y[i]:10:5,' ');

               Writeln;

      While t<tk-h do begin

            R_Q(t);

            t:=t+hp;

               Write( t:8:1, u:8:4);

                For i:=1 to n do

                Write( Y[i]:10:5,' ');

                Writeln;

                       end;

             Y0Z[n]:=Y0[n];

   if   (Y[n]- Lyambda)>0 then L1:=Y0[n]

                          else L2:=Y0[n]  ;

              Y0[n]:=(L1+L2)/2;

    Until Abs( Y[n]-Lyambda)<Eps;

  Writeln( ' Y0[',n,']=',Y0Z[n]:10:5,' ');

End.

Приложение №6.
Текст программы на Turbo Pascal, в которой решатся  задача быстродействия без демпфирования.

Program difur3;  

{$n+}

Uses Graph,Crt;

 Const N=2;   Eps=1E-6;

 Type Real=Extended;

 Vect=Array[1..n] of Real;

 Var

     t, t0 ,tk ,h ,hp:Real;

     Y, Y0Z:Vect;

     x0, y0, m:integer;

     i:Integer;

     u, u0:ReAL;

     Log, Stop:Boolean;

{* Процедура инициализации графики *}

Procedure Gr(x,y:real);

Var gd,gm,a:integer;

    s:string;

Begin

  gd:=detect;

  initgraph(gd,gm,'c:\tp\bgi');

  SetBkColor(15);

  x0:=320;y0:=240;

  SetColor(4);

  Line(0,y0,600,y0);

  Line(x0,20,x0,480);

  settextstyle(1,0,1) ;

outtextXY(x0-5,15, '^');

outtextXY(x0-10,2, 'y(2)');

outtextXY(595,y0-10,'>');

outtextXY(605,y0-10,'y(1)');

a:=1;

str(a,s);

outtextXY(x0-10,round(y0-a*m)-20,s);

outtextXY(x0-6,round(y0-a*m)-20,'_');

str(a,s);

outtextXY(round(x0+a*m),y0,s);

outtextXY(round(x0+a*m),y0-8,'|');

  SetColor(2);

  MoveTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m));

End;

{* Процедура вывода графиков *}

Procedure Gr_out(x,y:real);

Begin

  LineTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m));

End;

Procedure Create_U ;

begin

   If (Y[2]>=0) and (abs(Y[1]+sqr(Y[2])/2)<Eps) or

       (Y[2]>=0) and (abs(Y[1])<Eps)   then u:=-1;   { BO }

   If (Y[2]<0) and (abs(Y[1]-sqr(Y[2])/2)<Eps) or

       (Y[2]<0) and (abs(Y[1])<Eps)    then u:=1;    { AO }

        If (Y[2]>=0) and (Y[1]>0) then u:=-1;  { 1 четверть }

          If (Y[2]<=0) and (Y[1]<0) then u:=1; { 3 четверть }

If (Y[1]>0)and (Y[2]<=0) and (abs(Y[1])-sqr(Y[2])/2>Eps) then u:=-1;{ D }

 If (Y[1]>0)and (Y[2]<=0) and (abs(Y[1])-sqr(Y[2])/2<Eps) then u:=1;{ C }

 If (Y[2]>=0)and (Y[1]<0)and (abs(Y[1])-sqr(Y[2])/2>Eps) then u:=1; { C }

 If (Y[2]>=0)and (Y[1]<0)and (abs(Y[1])-sqr(Y[2])/2<Eps) then u:=-1;{ D }

end;

Procedure Func( t:Real; Y:Vect; Var F:Vect);

begin

F[1]:=y[2] ;

F[2]:=u  ;

end;

Procedure R_Q(Var t:Real) ;

Var k0,k1,k2,k3,Y1,F:Vect;

    i,j:LongInt;

begin

j:=-1;

While( (Abs(y[1])>Eps) or (Abs(y[2])>Eps) ) and (t<tk-h/2) do begin

          j:=j+1;

  IF   j mod 10 =0 then Begin 

              If not Stop then Create_U;

      if u*u0<0 then begin

         write('      Pri t=', t:1:4, '  u=',u:1:0); u0:=u ;  Stop:=True;

            For i:=1 to n do

              Write( ' Y(',i,')=',Y[i]:10:6);

            Writeln;

                      end  ;

                       End;    
      Func(t,Y,F);

    For i:=1 to n do

     k0[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k0[i]/2;

        Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k1[i]:=h*F[i];

     For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k1[i]/2;

       Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k2[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k2[i];

        Func(t+h,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k3[i]:=h*F[i];

  For i:=1 to n do

     Y[i]:=Y[i]+(k0[i]+2*k1[i]+2*k2[i]+k3[i])/6;

         t:=t+h;

                       end;

   If t<tk-h/2 then log:=True;

end;

{================================================================}

Begin

  Write( 'Введи h , hp:');   Read( h, hp);   
  m:=20;     { Масштаб   }

  t0:=0;                                                  

   Writeln('Введи Y(t0):');

        For i:=1 to n do  begin

           Write( ' Y(',i,')=');  Readln(Y0Z[i]);

                            end;

       Assign(output,'Tmin.txt');

         ReWrite(output);

           Writeln;

      t:=t0;     Y:=Y0Z;    tk:=hp;  Log:=False;  Stop:=False;

                 Create_U;

                u0:=u;

            Write( 't':7, 'u':5);

         For i:=1 to n do

             Write(' ':6, 'Y[',i,']');

           Writeln;

          Write( t:8:3, u:4:0);

           For i:=1 to n do

           Write( Y[i]:10:6,' ');

               Writeln;

                 Gr(y[1],y[2]);

            While (t<100) and not log do begin

                  Gr_out(y[1],y[2]);  {* Рисование графика *}

             R_Q(t);

            Write( t:8:3, u:4:0);

              For i:=1 to n do

               Write( Y[i]:10:6,' ');

                Writeln;

               t:=tk;          tk:=tk+hp;

                                    end;

        ReadKey;

End.

Текст программы на Turbo Pascal, в которой решатся  задача быстродействия c учетом демпфирования.

Program difur; {Max bystrodeistvie c dempferom}

{$n+}

Uses Graph,Crt;

 Const N=2;   Eps=1E-5;

 Type Real=Extended;

 Vect=Array[1..n] of Real;

 Var

     t, t0 ,tk ,h ,hp:Real;

     Y, YZ:Vect;

     x0, y0, m:integer;

     i:Integer;

     u, u0:ReAL;

     R:Real;

     Log, Stop:Boolean;

{* Процедура инициализации графики *}

Procedure Gr(x,y:real);

Var gd,gm,a:integer;

    s:string;

Begin

  gd:=detect;

  initgraph(gd,gm,'c:\tp\bgi');

  SetBkColor(15);

  x0:=320;y0:=240;

  SetColor(4);

  Line(0,y0,600,y0);

  Line(x0,20,x0,480);

  settextstyle(1,0,1) ;

outtextXY(x0-5,15, '^');

outtextXY(x0-10,2, 'y(2)');

outtextXY(595,y0-10,'>');

outtextXY(605,y0-10,'y(1)');

a:=1;

str(a,s);

outtextXY(x0-10,round(y0-a*m)-20,s);

outtextXY(x0-6,round(y0-a*m)-20,'_');

str(a,s);

outtextXY(round(x0+a*m),y0,s);

outtextXY(round(x0+a*m),y0-8,'|');

  SetColor(2);

  MoveTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m));

End;

{* Процедура вывода графиков *}

Procedure Gr_out(x,y:real);

Begin

  LineTo(round(x0+x*m),round(y0-y*m));

End;

Procedure Create_U ;

begin

{BO} If (Y[2]>=0) and (abs(sqr(Y[1]-1)-sqr(Y[2])-1)<Eps) or

      ( (Y[2]>=0) and (abs(Y[1]-(R-1)/4)<Eps) ) Then u:=-1 Else

{AO} If (Y[2]<=0) and (abs(sqr(Y[1]+1)-sqr(Y[2])-1)<Eps) or

      ( (Y[2]<0)  and (abs(Y[1]+(R-1)/4)<Eps) ) then u:=1  else

{C} If(Y[2]>=0)and(Y[1]<0)and (abs(Y[1]-(R-1)/4)>Eps)then u:=1 else

{D} If(Y[2]<=0)and(Y[1]>0)and (abs(Y[1]+(R-1)/4)>Eps)then u:=-1

 end;

Procedure Func( t:Real; Y:Vect; Var F:Vect);

begin

F[1]:=y[2] ;

F[2]:=y[1]+u

end;

Procedure R_Q(Var t:Real) ;

Var k0,k1,k2,k3,Y1,F:Vect;

    i,j:LongInt;

begin

j:=-1;

While(y[2]*yz[2]>0) and ( t<tk-h/2 ) do begin

       yz:=y;

          j:=j+1;

 IF   j mod 10 =0 then Begin 
              If not Stop then Create_U;

      if u*u0<0 then begin

         write('      Pri t=', t:1:4, '  u=',u:1:0); u0:=u ;  Stop:=True;

            For i:=1 to n do

              Write( ' Y(',i,')=',Y[i]:10:6);

            Writeln;

                      end  ;

                       End;    
      Func(t,Y,F);

    For i:=1 to n do

     k0[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k0[i]/2;

        Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k1[i]:=h*F[i];

     For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k1[i]/2;

       Func(t+h/2,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k2[i]:=h*F[i];

      For i:=1 to n do

     Y1[i]:=Y[i]+k2[i];

        Func(t+h,Y1,F);

    For i:=1 to n do

     k3[i]:=h*F[i];

  For i:=1 to n do

     Y[i]:=Y[i]+(k0[i]+2*k1[i]+2*k2[i]+k3[i])/6;

         t:=t+h;

                       end;

   If t<tk-h/2 then log:=True;

end;

{================================================================}

Begin

  Write( 'Vvedi h , hp:');   Read( h, hp);
  m:=20;     { Масштаб   }

  Writeln( 'Vvedi Y(t0):');

        For i:=1 to n do  begin

           Write( ' Y(',i,')=');  Readln(YZ[i]);

                            end;

    YZ:=Y;   t0:=0;

   Write('u='); Read(u);

   If u=1 then R:= sqr(Y[1]+1)-sqr(Y[2])

          else R:= sqr(Y[1]-1)-sqr(Y[2]);

       Assign(output,'Tmin2.txt');

         ReWrite(output);

           Writeln;

      t:=t0;         tk:=hp;  Log:=False;    Stop:=False;

                 Create_U;

                u0:=u;

            Write( 't':7, 'u':5);

         For i:=1 to n do

             Write(' ':6, 'Y[',i,']');

           Writeln;

          Write( t:8:3, u:4:0);

           For i:=1 to n do

           Write( Y[i]:10:6,' ');

               Writeln;

                 Gr(y[1],y[2]);

            While (t<100) and not log do begin

                  Gr_out(y[1],y[2]);  {* Рисование графика *}

             R_Q(t);

            Write( t:8:3, u:4:0);

              For i:=1 to n do

               Write( Y[i]:10:6,' ');

                Writeln;

               t:=tk;          tk:=tk+hp;

                                    end;

        ReadKey;

End.
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